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Stemungslehre

Die Stemungslehre befasst sich mit dem physikalischen Verhaltam
Fluiden. Fluide sind Medien, welche sich unter Ein uss von
Scherspannungen unbegrenzt verformen.
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Abbildung: Scherspannung
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Stemungslehre

Fluidstatik
Fluiddynamik

Die Stemungslehre befasst sich mit dem physikalischen Verhaltam
Fluiden. Fluide sind Medien, welche sich unter Ein uss von
Scherspannungen unbegrenzt verformen.

N F In dieser Abbildung ist = F=l. In
. R® werden die Scherspannungen als
Spaqglungstensor

=1 i @ g dargestellt.

Abbildung: Scherspannung

Die Stemungslehreesst sich in folgende Teilgebiete unterteilen:
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@ Stemungslehre
o Fluidstatik
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Stemungslehre Fluidstatik

Fluiddynamik

Fluidstatik befasst sich mit dem physikalischen Verhaltehender Fluide.
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Fluidstatik befasst sich mit dem physikalischen Verhaltehender Fluide.
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Stemungslehre Fluidstatik

Fluiddynamik

Fluidstatik befasst sich mit dem physikalischen Verhaltehender Fluide.

@ barometrische ldhenformel
@ kinetische Gastheorie
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Stemungslehre Fluidstatik

Fluiddynamik

Fluidstatik befasst sich mit dem physikalischen Verhaltehender Fluide.
@ barometrische ldhenformel
@ kinetische Gastheorie
o hydrostatischer Auftrieb
@ Schwimmstabiliat von Kerpern
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Stemungslehre Fluidstatik

Fluiddynamik

Mit Hilfe des hier gezeigten U-Rohr Barometessst sich der
Atmospharendruck bestimmen. Hier igis = gh
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Stemungslehre Fluidstatik
Fluiddynamik

Mit Hilfe des hier gezeigten U-Rohr Barometessst sich der
Atmospharendruck bestimmen. Hier igis = gh

Die barometrische henformel
lasst sich aus der hydrostatischen
Erundgleicfﬁmg herleiten.

h

p(hl) dp _ 1 Mg
p(h) p ~— ho ﬁdh

) p(h) = p(ho)es? "
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Stemungslehre Fluidstatik

Fluiddynamik

Die barometrische dhenformel éisst sich auch aus der statistischen
Mechanik herleiten.
Dazu wird die Bolzmann-Verteilung verwendet.

5
P=2Z 'e ™
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Stemungslehre Fluidstatik
Fluiddynamik

Die barometrische dhenformel éisst sich auch aus der statistischen

Mechanik herleiten.
Dazu wird die Bolzmann-Verteilung verwendet.

5
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P (ho)
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Stemungslehre Fluidstatik
Fluiddynamik

Die barometrische dhenformel éisst sich auch aus der statistischen

Mechanik herleiten.
Dazu wird die Bolzmann-Verteilung verwendet.

5
P=2Z 'e ™

P(hl) — k';p?t
P (ho)

) n(hy) _ NP(hy),
n(hy)  NP(hy)’

n>> 1
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Stemungslehre Fluidstatik
Fluiddynamik

Die barometrische dhenformel éisst sich auch aus der statistischen

Mechanik herleiten.
Dazu wird die Bolzmann-Verteilung verwendet.

5
P=2Z 'e ™

P(hl) — k';p?t
P (ho)

) n(hy) _ NP(hy),
n(hy)  NP(hy)’

n>> 1

h Epot mg_h Mg _h
p( l) = kgT = e kgT = e gT

p(ho) -
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Stemungslehre Fluidstatik

Fluiddynamik

Die barometrische dhenformel éisst sich auch aus der statistischen
Mechanik herleiten.
Dazu wird die Bolzmann-Verteilung verwendet.

5
P=2Z 'e ™

P(hl) — k';p?t
P (ho)
) n(hy) _ NP(hl); > 1
n(hy)  NP(hy)
p(h) _ B _ o wg
= BT = @ ksT = @ TRT
p(ho)

Im letzten Schritt wird das ideale Gasgesetz verwengl@t) = n(h)kg T
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Stemungslehre Fluidstatik

Fluiddynamik

Der hydrostatische Auftrieb wurde bekannterweise von Amuddes
benutzt um die Reinheit einer Goldenen Krone zu bestimmeas D
Archimedische Prinzip lautet:
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Stemungslehre Fluidstatik

Fluiddynamik

Der hydrostatische Auftrieb wurde bekannterweise von Amuddes
benutzt um die Reinheit einer Goldenen Krone zu bestimmeas D
Archimedische Prinzip lautet:

Ein Kerper, der teilweise oder voletdig in ein Medium eingetaucht ist,
erfahrt eine Auftriebskraft, deren Betrag gleich der Gewidiredt der
verdmngten Fhissigkeit ist.
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Stemungslehre Fluidstatik

Fluiddynamik

Im Schi sbau ist die Schwimmstabilét eine wichtige Gosse, sieslsst
sichuber die Auftriebslafte des Korpers berechnen.

Abbildung: schwimmender torper
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Stemungslehre Fluidstatik

Im Schi sbau ist die Schwimmstabilét eine wichtige Gosse, sieslsst
sichuber die Auftriebslafte des Korpers berechnen.

Abbildung: schwimmender torper

Abbildung: gekentertes Schi
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Flu tik
Fluiddynamik

@ Stemungslehre

@ Fluiddynamik
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Stemungslehre Fluidstatik

Fluiddynamik

Fluiddynamik besadiftigt sich mit dem physikalischen Verhalten von
dynamischen Fluiden. Aus den verschiedenemi@tingsarten lassen sich
unterschiedliche Anwendungsle ableiten.
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Stemungsiehre Fluidstatik

Fluiddynamik

Fluiddynamik besadiftigt sich mit dem physikalischen Verhalten von
dynamischen Fluiden. Aus den verschiedenemi@tingsarten lassen sich
unterschiedliche Anwendungsle ableiten.

@ inkompressibele / kompressibele 8tmung
o stationare / nicht stationare Stemung

@ reibungsfreie / viskose Sémung

@ laminare / turbulente Stemung
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Stemungsiehre Fluidstatik

Fluiddynamik

Fluiddynamik besadiftigt sich mit dem physikalischen Verhalten von
dynamischen Fluiden. Aus den verschiedenemi@tingsarten lassen sich
unterschiedliche Anwendungsle ableiten.

inkompressibele / kompressibele 8tmung
stationare / nicht stationare Stemung
reibungsfreie / viskose Sémung
laminare / turbulente Stemung

Art des Leiters

¢ 6 ¢ ¢ ¢
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Stemungslehre Fluidstatik

Fluiddynamik

Das physikalische Verhalten inkompressibler, statiar, reibungsfreier
und nicht turbulenter Stomungen wurde durch die Physiker Bernoulli
und Venturi beschrieben.

Abbildung: Flussigkeit in einer ®hre
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Stemungslehre Fluidstatik
Fluiddynamik

Das physikalische Verhalten inkompressibler, statiar, reibungsfreier
und nicht turbulenter Stomungen wurde durch die Physiker Bernoulli
und Venturi beschrieben.

Die Bernoulli-Gleichung besagt,
dass die folgende Kombination von
Gressen #ir jeden Punkt entlang
der Rehre den gleichen Wert hat.
Abbildung: Flussigkeit in einer ®hre

1v2+ = const
- =
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Stemungslehre Fluidstatik
Fluiddynamik

Das physikalische Verhalten inkompressibler, stadiiat, reibungsfreier
und nicht turbulenter Stomungen wurde durch die Physiker Bernoulli
und Venturi beschrieben.

Die Bernoulli-Gleichung besagt,
dass die folgende Kombination von
Gressen #ir jeden Punkt entlang
der Rehre den gleichen Wert hat.
Abbildung: Flussigkeit in einer ®hre

1v2+ = const
- =

Dieses Gesetasst sich auch aus der Navier-Stokes Gleichung ableiten.
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Stemungslehre

Fluidstatik
Fluiddynamik

Abbildung: Claude Louis Marie Henri
Navier
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Stemungslehre Fluidstatik

Fluiddynamik

Ingenieurstudium an deEcole
Polytechnique, Freundschaft mit
seinem Lehrer Fourier. Studium
und Lehre an der Ecole des Ponts
et Chausses". Betont die
Bedeutung der Mathematik und
Physik #ir das Ingenieurstudium.
Arbeiten u.a.uber Fhissigkeiten,
Abbildung: Claude Louis Marie Henri  Ejsenbahn, Konstruktion von
Navier Hangebecken. Gestorben 1836
Paris.

Geboren 1785 in Dijon,
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Stemungslehre

Fluiddynamik

Abbildung: George Gabriel Stokes
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Stemungslehre Fluidstatik

Fluiddynamik

Geboren 1819 in Skreen, Irland in
armlichen Veraltnissen. Vater und
alle Brauder Pfarrer, Mutter
Pfarrerstochter, mit 18 J. Studium
an der Universiit Cambridge mit
23 J. On the steady motion of
incompressible uids", mit 30 J.
"Lucasian Professorn Cambridge.

Abbildung: George Gabriel Stokes ~ Ubt grossen Ein uss auf Maxwell
aus. Gestorben 1903 in Cambridge.
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Gleichung

r
rmulierung
Die Navier-Stokes-Gleichung )

ionelle Formulierung
jingungen

Mit Hilfe einer nichtlinearen partiellen Di erentialglehung, der
Navier-Stokes-Gleichun@sst sich die ganze Vielfalt der Dynamik von
Flussigkeiten zusammenfassen.
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Gleichung

r
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ionelle Formulierung
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Mit Hilfe einer nichtlinearen partiellen Di erentialglehung, der
Navier-Stokes-Gleichun@sst sich die ganze Vielfalt der Dynamik von
Flussigkeiten zusammenfassen.
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okes-Gleichung

Die Navier-Stokes-Gleichung

Mit Hilfe einer nichtlinearen partiellen Di erentialglehung, der
Navier-Stokes-Gleichun@sst sich die ganze Vielfalt der Dynamik von
Flussigkeiten zusammenfassen.

(+(urjuy= 4ur p+f 1)

(r;u=0 )

Hier ist u(t; x) das Geschwindigkeitsfeld und

p(t;x);t O;x2 G RY;d=2;3 der skalare Druck. Dabei bezeichnet
> 0 die Viskosit, > 0 die Dichte undf (t;x) dasaussere Kraftfeld.

Gesucht sind nun diedsungen von (1), welche der

Inkompressibiliatsbedingung (2) gesgen.
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okes-Gleichung

Die Navier-Stokes-Gleichung

Mit Hilfe einer nichtlinearen partiellen Di erentialglehung, der
Navier-Stokes-Gleichun@sst sich die ganze Vielfalt der Dynamik von
Flussigkeiten zusammenfassen.

(+(urjuy= 4ur p+f 1)

(r;u=0 )

Hier ist u(t; x) das Geschwindigkeitsfeld und

p(t;x);t O;x2 G RY;d=2;3 der skalare Druck. Dabei bezeichnet
> 0 die Viskosit, > 0 die Dichte undf (t;x) dasaussere Kraftfeld.

Gesucht sind nun diedsungen von (1), welche der

Inkompressibiliatsbedingung (2) gesgen.

Der Druck kann aus der Navier-Stokes-Gleichung duu¢h; x) und

f (t;x) eliminert werden.
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r-Stokes-Gleichung
ulierung

Die Navier-Stokes-Gleichung Formulierung

fangsbedingungen

Mit Hilfe einer nichtlinearen partiellen Di erentialglehung, der
Navier-Stokes-Gleichun@sst sich die ganze Vielfalt der Dynamik von
Flussigkeiten zusammenfassen.

(+(urjuy= 4ur p+f 1)

(r;u=0 )

Hier ist u(t; x) das Geschwindigkeitsfeld und

p(t;x);t O;x2 G RY;d=2;3 der skalare Druck. Dabei bezeichnet
> 0 die Viskosit, > 0 die Dichte undf (t;x) dasaussere Kraftfeld.

Gesucht sind nun diedsungen von (1), welche der

Inkompressibiliatsbedingung (2) gesgen.

Der Druck kann aus der Navier-Stokes-Gleichung duu¢h; x) und

f (t;x) eliminert werden.

Die Gleichungen (1),(2) beschreiben inkompressiblgsBigkeiten

mathematisch vollgindig. Somit ist die Navier-Stokes-Gleichung die

fundamentale Gleichung der Hydrodynamik.
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der Navier-Stokes-Gleichung
e Formulierung
rmulierung

Die Navier-Stokes-Gleichung

© Die Navier-Stokes-Gleichung
@ Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
S rmulierung
ionelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Fur die Herleitung der Gleichung werden zweit& verwendet. Der
Gauss'sche Integralsatz und das Transporttheorem.

Der Gauss'sche Integralsatz lauteg:2 C'(v; R%);V 2 R® mit stkw.
glattem Randn ist der Normalenvektor.

Harry Schmidt, Sebastian Suter Einfuhrung in die Hydrodynamik



Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
S Formulierung
ionelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Fur die Herleitung der Gleichung werden zweit& verwendet. Der
Gauss'sche Integralsatz und das Transporttheorem.
Der Gauss'sche Integralsatz lauteg:2 C'(v; R%);V 2 R® mit stkw.
glattem Randn ist der Normalenvektor.

z z

divgdx = hg; ni 3)
\% @/

Das Transporttheorem lauteth : [0;1 ]! R stetig und dibar auf
. Und u ist immer das VektorfeldR®! R3
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avier-Stokes-Gleichung
ormulierung
ormulierung

Die Navier-Stokes-Gleichung

Fur die Herleitung der Gleichung werden zweit& verwendet. Der
Gauss'sche Integralsatz und das Transporttheorem.

Der Gauss'sche Integralsatz lauteg:2 C'(v; R%);V 2 R® mit stkw.
glattem Randn ist der Normalenvektor.

Z Z
divgdx = hg; ni 3)
\% @/
Das Transporttheorem lauteth : [0;1 ]! R stetig und dibar auf
. Und u ist immer das VektorfeldR®! R3
VA VA
d . _ @ _ . :
o h(t;x) dx = a + div(hu) (x;t) dx 4)
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
S rmulierung
ionelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Aus physikalischer Sicht wird die Erhaltung von Masse und
Bewegungsarsse gefordert. Durch die Massenerhaltungedthman die
Kontinuitatsgleichungdivu = 0. Die Massenerhaltung lautet:
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Die Navier-Stokes-Gleichung

Aus physikalischer Sicht wird die Erhaltung von Masse und
Bewegungsarsse gefordert. Durch die Massenerhaltungedthman die
Kontinuitatsgleichungdivu = 0. Die Massenerhaltung lautet:

VA

(x;t)dx = const 8t 2][0;1)
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
Die Navier-Stokes-Gleichung rmulierung

ionelle Formulierung
jingungen

Aus physikalischer Sicht wird die Erhaltung von Masse und
Bewegungsarsse gefordert. Durch die Massenerhaltungedthman die
Kontinuitatsgleichungdivu = 0. Die Massenerhaltung lautet:

VA

(x;t)dx = const 8t 2][0;1)

Durch Massenerhaltung und Transporttheorem folgt 0% + div( u) in
[0;1).
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
S Formulierung
ionelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Aus physikalischer Sicht wird die Erhaltung von Masse und
Bewegungsarsse gefordert. Durch die Massenerhaltungedthman die
Kontinuitatsgleichungdivu = 0. Die Massenerhaltung lautet:

VA

(x;t)dx = const 8t 2][0;1)

Durch Massenerhaltung und Transporttheorem folgt 0% + div( u) in
[0;1).
Die Impulserhaltung lautet:
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Navier-Stokes-Gleichung
Formulierung

Die Navier-Stokes-Gleichung

ationelle Formulierung
sbedingungen

Aus physikalischer Sicht wird die Erhaltung von Masse und
Bewegungsarsse gefordert. Durch die Massenerhaltungedthman die
Kontinuitatsgleichungdivu = 0. Die Massenerhaltung lautet:

VA

(x;t)dx = const 8t 2][0;1)

Durch Massenerhaltung und Transporttheorem folgt 0% + div( u) in
[0;1).
Die Impulserhaltung lautet:
Z

m(t) = (x;t)u(x;t) dx
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Navier-Stokes-Gleichung
Formulierung

Die Navier-Stokes-Gleichung le Formulierung

dingungen

Mit Hilfe der Impulserhaltungesst sich nun das zweite Newton'sche
Axiom formulieren q

am(t) = Fot
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
S rmulierung
ionelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Mit Hilfe der Impulserhaltungesst sich nun das zweite Newton'sche
Axiom formulieren q

am(t) = Fot

Diese Knfte lassen sich in Volumenkite
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Die Navier-Stokes-Gleichung

Mit Hilfe der Impulserhaltungesst sich nun das zweite Newton'sche
Axiom formulieren q

am(t) = Fot

Diese Knfte lassen sich in Volumenkite
Z

(x;t)f(x;t) dx
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
S rmulierung
ionelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Mit Hilfe der Impulserhaltungesst sich nun das zweite Newton'sche
Axiom formulieren q

am(t) = Fot

Diese Knfte lassen sich in Volumenkite
Z

(x;t)f(x;t) dx

und Ober achenkafte
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
S rmulierung
ionelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Mit Hilfe der Impulserhaltungesst sich nun das zweite Newton'sche
Axiom formulieren q

am(t) = Fot

Diese Knfte lassen sich in Volumenkite
Z

(x;t)f(x;t) dx
und Ober achenkafte
(x;t) n(x;t)ds

aufteilen.
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
wlierung
rmulierung

Die Navier-Stokes-Gleichung

Somit kann nun die Impulserhaltung durch Volumen- und
Ober achenksfte dargestellt werden.

Harry Schmidt, Sebastian Suter Einfuhrung in die Hydrodynamik



Navier-Stokes-Gleichung
Formulierung

Die Navier-Stokes-Gleichung Formulierung

dingungen

Somit kann nun die Impulserhaltung durch Volumen- und

Ober achenksfte dargestellt werden.
d z z
—m(t) = fdx+ nds (5)
dt @

Harry Schmidt, Sebastian Suter Einfuhrung in die Hydrodynamik



Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
S rmulierung
ionelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Somit kann nun die Impulserhaltung durch Volumen- und
Ober achenksfte dargestellt werden.
d VA Z
—m(t) = fdx+ nds (5)
dt @
Nun wird das Transporttheorem komponentenweise auf dikdiSeite der
obigen Gleichung angewandt.

Harry Schmidt, Sebastian Suter Einfuhrung in die Hydrodynamik



Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
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Die Navier-Stokes-Gleichung

Somit kann nun die Impulserhaltung durch Volumen- und

Ober achenksfte dargestellt werden.
d z z
—m(t) = fdx+ nds (5)
dt @

Nun wird das Transporttheorem komponentenweise auf dikdiSeite der
obigen Gleichung angewandt.
VA Z
d .
o U dx = g( u) + div( uiu) (x;t) dx
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Navier-Stokes-Gleichung
Formulierung

Die Navier-Stokes-Gleichung le Formulierung

dingungen

Durch die Anwendung des Gauss'schen Integralsatz auf dieteeSeite
von (5) erhalten wir
VA VA

%m(t): fdx+ div dx
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
S rmulierung
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Die Navier-Stokes-Gleichung

Durch die Anwendung des Gauss'schen Integralsatz auf dieteeSeite
von (5) erhalten wir
VA VA

%m(t) = fdx+ div dx
Nun werden alle Integrationeaber das Gebiet ausgefhrt, und da der

Gauss'sche Integralsatz sowie das Transporttheoremafle W
gelten erhalten wir die starke Form.
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
S Formulierung
ionelle Formulierung
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Die Navier-Stokes-Gleichung

Durch die Anwendung des Gauss'schen Integralsatz auf dieteeSeite
von (5) erhalten wir
VA VA

%m(t) = fdx+ div dx
Nun werden alle Integrationeaber das Gebiet ausgefhrt, und da der

Gauss'sche Integralsatz sowie das Transporttheoremafle W
gelten erhalten wir die starke Form.

g( U+ (div uW)ics = T+ div ®)
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
S Formulierung
ionelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Durch die Anwendung des Gauss'schen Integralsatz auf dieteeSeite
von (5) erhalten wir

q VA VA

am(t) = fdx+ div dx

Nun werden alle Integrationeaber das Gebiet ausgefhrt, und da der

Gauss'sche Integralsatz sowie das Transporttheoremafle W
gelten erhalten wir die starke Form.

g( U+ (div uW)ics = T+ div ®)

Wird ein homogenes inkompressibles{ const) Fluid vorausgesetzt,
lasst sich (6) vereinfachen
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
S Formulierung
ionelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Durch die Anwendung des Gauss'schen Integralsatz auf dieteeSeite
von (5) erhalten wir

q VA VA

am(t) = fdx+ div dx

Nun werden alle Integrationeaber das Gebiet ausgefhrt, und da der

Gauss'sche Integralsatz sowie das Transporttheoremafle W
gelten erhalten wir die starke Form.

g( U+ (div uW)ics = T+ div ®)

Wird ein homogenes inkompressibles{ const) Fluid vorausgesetzt,
lasst sich (6) vereinfachen

(div( yju)) = div(uiu)= (r uyi u+ u(divu))= ruy u
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Hel eltung der Navier-Stokes-Gleichung
Formulierung
te variationelle Formulierung
ngsbedingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Daraus ergibt sich der Konvektionsterm:
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
wlierung
rmulierung

Die Navier-Stokes-Gleichung

Daraus ergibt sich der Konvektionsterm:

0 uru 1
(div( uu)izzs = @uru A= (ur)u @)
ur us

Harry Schmidt, Sebastian Suter Einfuhrung in die Hydrodynamik



Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
S rmulierung
ionelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Daraus ergibt sich der Konvektionsterm:

1
0 ur u

(div( uu)izzs = @Quru A= (ur)u @)
ur us

Ist das Fluid viskos muss ein Spannungstensainge#ihrt werden.
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
S rmulierung
ionelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Daraus ergibt sich der Konvektionsterm:

0 1
uru

(div( uu)izzs= Q@u ru A= (ur)u @)
u r us

Ist das Fluid viskos muss ein Spannungstensainge#ihrt werden.

(x;t)= px;t)l+ (ru(xt))
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
S rmulierung
ionelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Daraus ergibt sich der Konvektionsterm:

0 1
uru

(div( tu)izzz = @u ru A= (ur)u @)
urug
Ist das Fluid viskos muss ein Spannungstensainge#ihrt werden.
(x;t) = p(x;t)I+  (r u(x;t))

Dabei istl := ( jj)i;j=1.3 der Einheitstensor.
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
S rmulierung
ionelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Daraus ergibt sich der Konvektionsterm:

0 1
uru

(div( tu)izzz = @u ru A= (ur)u @)
urug
Ist das Fluid viskos muss ein Spannungstensainge#ihrt werden.
(x;t) = p(x;t)I+  (r u(x;t))

Dabei istl := ( jj)i;j=1.3 der Einheitstensor.
Fur Newton'sche Fluide, muss folgende Forderungen esfen:
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
S Formulierung
ionelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Daraus ergibt sich der Konvektionsterm:

0 1
uru

(div( uu)izzs= Q@u ru A= (ur)u @)
u r us

Ist das Fluid viskos muss ein Spannungstensainge#ihrt werden.
(x;t)= pO;t)l+ (ru(xt))

Dabei istl := ( jj)i;j=1.3 der Einheitstensor.
Fur Newton'sche Fluide, muss folgende Forderungen esfen:

@ hangt nur vom Gradienten der Geschwindigkeit ab, der
Zusammenhang ist linear.
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
S Formulierung
ionelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Daraus ergibt sich der Konvektionsterm:

0 1
uru

(div( uu)izzs= Q@u ru A= (ur)u @)
u r us

Ist das Fluid viskos muss ein Spannungstensainge#ihrt werden.
(x;t)= pO;t)l+ (ru(xt))

Dabei istl := ( jj)i;j=1.3 der Einheitstensor.
Fur Newton'sche Fluide, muss folgende Forderungen esfen:

@ hangt nur vom Gradienten der Geschwindigkeit ab, der
Zusammenhang ist linear.

@ ist symmetrisch
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
S Formulierung
ionelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Daraus ergibt sich der Konvektionsterm:

0 1
uru

(div( uu)izzs= Q@u ru A= (ur)u @)
u r us

Ist das Fluid viskos muss ein Spannungstensainge#ihrt werden.

(x;t)= px;t)l+ (ru(xt))
Dabei istl := ( jj)i;j=1.3 der Einheitstensor.
Fur Newton'sche Fluide, muss folgende Forderungen esfen:

@ hangt nur vom Gradienten der Geschwindigkeit ab, der
Zusammenhang ist linear.

@ ist symmetrisch

@ ist invariant unter Rotation, d,h. isotrop
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Hel eltung der Navier-Stokes-Gleichung
Formulierung
te variationelle Formulierung
ngsbedingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Wir verwenden nun den Ansatz:
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Hel eltung der Navier-Stokes-Gleichung
Formulierung
te variationelle Formulierung
ngsbedingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Wir verwenden nun den Ansatz:

(ru)= (divu)l +2 D(u)
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Hel eltung der Navier-Stokes-Gleichung
Formulierung
te variationelle Formulierung
ngsbedingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Wir verwenden nun den Ansatz:
(ru)= (divu)l +2 D(u)

dabei bezeichnet
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
S rmulierung
ionelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Wir verwenden nun den Ansatz:
(ru)= (divu)l +2 D(u)

dabei bezeichnet

D(W) = S u+(r u)7)= 2 %+ %
I 0j=13

den Deformationstensor; 2 R die dynamischen Viskositen
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Hel eltung der Navier-Stokes-Gleichung
Formulierung
te variationelle Formulierung
ngsbedingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Fur inkompressible Fluide istivu = 0 damit ergibt sich #r den
Spannungstensor
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Navier-Stokes-Gleichung
Formulierung

Die Navier-Stokes-Gleichung le Formulierung

dingungen

Fur inkompressible Fluide istivu = 0 damit ergibt sich #r den
Spannungstensor

t)= pOGt)l+ (ru+(ru)T)(xt)
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Navier-Stokes-Gleichung
Formulierung

Die Navier-Stokes-Gleichung le Formulierung

dingungen

Fur inkompressible Fluide istivu = 0 damit ergibt sich #r den
Spannungstensor

t)= pOGt)l+ (ru+(ru)T)(xt)

Dann gilt
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S rmulierung
ionelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Fur inkompressible Fluide istivu = 0 damit ergibt sich #r den
Spannungstensor

(Gt)= pOat)l+ (ru+(ruh)(xt)
Dann gilt

div. = div(pD)+div( (r u+(r ") = r p+ (div(r u)+ div(r u)")
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
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ionelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Fur inkompressible Fluide istivu = 0 damit ergibt sich #r den
Spannungstensor

()= peGtI+ (ru+(ru)xt)
Dann gilt
div. = div(p)+div( (r u+(r u)")= r p+ (div(r u)+div(r u)")

schliesslichefhrt dies zu
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
S rmulierung
ionelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Fur inkompressible Fluide istivu = 0 damit ergibt sich #r den
Spannungstensor

(Gt)= peGt)l+ (ru+(ru’)xt)
Dann gilt
div. = div(p)+div( (r u+(r )T)= r p+ (div(r u)+div(r u)T)
schliesslichefhrt dies zu

dv =r p+ 4u (8)
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
S rmulierung
ionelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Fur inkompressible Fluide istivu = 0 damit ergibt sich #r den
Spannungstensor

(Gt)= peGt)l+ (ru+(ru’)xt)
Dann gilt
div. = div(p)+div( (r u+(r )T)= r p+ (div(r u)+div(r u)T)
schliesslichefhrt dies zu
div =r p+ 4u (8)

Durch Einsetzen des Konvektionsterms und der obigen Véaehung in
die starke Formulierung ergibt sich
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Navier-Stokes-Gleichung
Formulierung

Die Navier-Stokes-Gleichung ationelle Formulierung

sbedingungen

Fur inkompressible Fluide istivu = 0 damit ergibt sich #r den
Spannungstensor

(Gt)= peGt)l+ (ru+(ru’)xt)
Dann gilt
div. = div(p)+div( (r u+(r )T)= r p+ (div(r u)+div(r u)T)
schliesslichefhrt dies zu
div =r p+ 4u (8)

Durch Einsetzen des Konvektionsterms und der obigen Véaehung in
die starke Formulierung ergibt sich

g( u 4u+ (urlu+rp= f
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
S rmulierung
ionelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Da die obigen Gleichungen alle dimensionsbehaftet sindnkaan noch
eine Transformation durchkéren. Dazu werden folgende @sen
eingetihrt:
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Die Navier-Stokes-Gleichung

Da die obigen Gleichungen alle dimensionsbehaftet sindnkaan noch
eine Transformation durchkéren. Dazu werden folgende @sen
eingetihrt:

@ L eine charakteristischeenge
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Die Navier-Stokes-Gleichung

Da die obigen Gleichungen alle dimensionsbehaftet sindnkaan noch
eine Transformation durchkéren. Dazu werden folgende @sen
eingetihrt:

@ L eine charakteristischeenge
@ U eine charakteristische Geschwindigkeit
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
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Die Navier-Stokes-Gleichung

Da die obigen Gleichungen alle dimensionsbehaftet sindnkaan noch
eine Transformation durchkéren. Dazu werden folgende @sen
eingetihrt:

@ L eine charakteristischeenge

@ U eine charakteristische Geschwindigkeit

@ T eine charakteristische Zeit

Harry Schmidt, Sebastian Suter Einfuhrung in die Hydrodynamik



Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
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ionelle Formulierung
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Die Navier-Stokes-Gleichung

Da die obigen Gleichungen alle dimensionsbehaftet sindnkaan noch
eine Transformation durchkéren. Dazu werden folgende @sen
eingetihrt:

@ L eine charakteristischeenge
@ U eine charakteristische Geschwindigkeit
o T eine charakteristische Zeit
Nun fehren wir folgende Variabeltransformation durch:
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Herleltung der Navier-Stokes-Gleichung
Formulierung
ionelle Formulierung
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Die Navier-Stokes-Gleichung

Da die obigen Gleichungen alle dimensionsbehaftet sindnkaan noch
eine Transformation durchkéren. Dazu werden folgende @sen
eingetihrt:

@ L eine charakteristischeenge
@ U eine charakteristische Geschwindigkeit
o T eine charakteristische Zeit
Nun fehren wir folgende Variabeltransformation durch:

= X 4= u. = t
U T
L &x p L .
= I + + _ = —f: =
T @ UL4U (o r)g+r U2 sz, dive=0
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Navier-Stokes-Gleichung
Formulierung

Die Navier-Stokes-Gleichung le Formulierung

dingungen

Nun sind die Ableitungen nach den neuen Variablen zu veestalmd wir
setzen UL L L
p
—; Re= —; St= —; = —f
uT u?
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Die Navier-Stokes-Gleichung

Nun sind die Ableitungen nach den neuen Variablen zu veestalmd wir

setzen UL L L
p
= —; Re= —; St= —; = —f
P= Uz uT U2
Daraus erhalten wir die Navier-Stokes-Gleichungen in dereshsionslosen
Form:
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Herleitung der Navier-Stokes-Gleichung
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ionelle Formulierung
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Die Navier-Stokes-Gleichung

Nun sind die Ableitungen nach den neuen Variablen zu veestalmd wir

setzen UL L L
p
= _ + Re= —: t= — f= —°T
P= i Re=— St= gy Vg
Daraus erhalten wir die Navier-Stokes-Gleichungen in dereshsionslosen
Form:
@ 1 .
St— —4u+(ttr)g+rp=T dive=0
@ Re (& 1) P
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Herleltung der Navier-Stokes-Gleichung
Formulierung
ionelle Formulierung
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Die Navier-Stokes-Gleichung

Nun sind die Ableitungen nach den neuen Variablen zu veestalmd wir

setzen uL L L
p
= —; Re= — t= —; = —T
P= i Re=— St= gy Vg
Daraus erhalten wir die Navier-Stokes-Gleichungen in dereshsionslosen
Form:
@ 1 .
St— —4u+(ttr)g+rp=T dive=0
@ Re (& 1) P

Die KonstanteRe ist die Reynoldszahl, je gsserRe umso turbulenter
die Stemung. Die KonstanteSt ist die Strouhalzahl.
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Herleltung der Navier-Stokes-Gleichung
Formulierung
ionelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Nun sind die Ableitungen nach den neuen Variablen zu veestalmd wir

setzen uL L L
p
= —; Re= — t= —; = —T
P= i Re=— St= gy Vg
Daraus erhalten wir die Navier-Stokes-Gleichungen in dereshsionslosen
Form:
@ 1 .
St— —4u+(ttr)g+rp=T dive=0
@ Re (& 1) P

Die KonstanteRe ist die Reynoldszahl, je gsserRe umso turbulenter
die Stemung. Die KonstanteSt ist die Strouhalzahl.

Zwei statiorare Stemmungen sindahnlich, wenn ihre Reynodszahlen
ebereinstimmen, zwei instati@re Stemungen sindahnlich, wenn sie in
Reynoldszahl und Strouhalzakbereinstimmen.
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Herleitung Stokes-Gleichung
Die Schwache Formuherung
mulierung

Die Navier-Stokes-Gleichung

© Die Navier-Stokes-Gleichung

@ Die Schwache Formulierung
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Herleitung der Na
Die Schwache

Die Navier-Stokes-Gleichung ationelle Formulierung

dingungen

Um die schwache Formulierung zu erhalten betrachten wirrgudas
folgende Modellproblem:
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itung der okes-Gleichung
wache Formulierung
ariationelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Um die schwache Formulierung zu erhalten betrachten wirrgudas
folgende Modellproblem:

4 u+rp=1f in R? (9)
divu=0 in R? (10)
u=0 auf@ (11)
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Die Navier-Stokes-Gleichung

Um die schwache Formulierung zu erhalten betrachten wirrgudas
folgende Modellproblem:

4 u+rp=1f in R? (9)
divu=0 in R? (10)
u=0 auf@ (11)

Das sind die statioaren Stokes-Gleichungen in einem 2D Gebiet mit
homogenen Dirichlet Bedingungen und der Reynoldszahl hrieri
dimensionslosen Formulierung.
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Die Navier-Stokes-Gleichung

Um die schwache Formulierung zu erhalten betrachten wirrgudas
folgende Modellproblem:

4 u+rp=1f in R? (9)
divu=0 in R? (10)
u=0 auf@ (11)

Das sind die statioaren Stokes-Gleichungen in einem 2D Gebiet mit
homogenen Dirichlet Bedingungen und der Reynoldszahl hrieri
dimensionslosen Formulierung.

Wir fuhren nun noch den Raurdy ein.

Jo= u2H3() ?: kdiv uk. =0
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itung der okes-Gleichung
wache Formulierung
ariationelle Formulierung
jingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Nach einer Multiplikation mit einer Testfunktiotv 2 Jg und partieller
Integration bekommen wir aus (9)
z z z
hr u;r vi dx pdivvdx= vfdx 8v2Jp
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wache Formulierung
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Die Navier-Stokes-Gleichung

Nach einer Multiplikation mit einer Testfunktiotv 2 Jg und partieller
Integration bekommen wir aus (9)
z z z
hr u;r vi dx pdivvdx= vfdx 8v2Jp

Hier sind Gleichung (8) und (9) durch den Raudg gegeben. Aus

Z
qdivvdx=0 8q2 L%()
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Herleitung der Na okes-Gleichung
Die Schw:

Die Navier-Stokes-Gleichung

Nach einer Multiplikation mit einer Testfunktiotv 2 Jg und partieller
Integration bekommen wir aus (9)
z z z
hr u;r vi dx pdivvdx= vfdx 8v2Jp

Hier sind Gleichung (8) und (9) durch den Raudg gegeben. Aus
z
qdivvdx=0 8q2 L%()

) (P) Finde a(u;v) = [(v)8v 2 Jp mit
z x Z @; @,

a(u;v) = hr u;r vidx = —

e @&

R
undI(v) =  vf dx. Dieses Problem besitzt eine eindeutigesiung.
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Die Navier-Stokes-Gleichung

Zweite variationelle Formulierung
Anfangsbedingungen

© Die Navier-Stokes-Gleichung

@ Zweite variationelle Formulierung
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r-Stokes-Gleichung

Die Navier-Stokes-Gleichung e Formulierung

Zweite variationelle Formulierung
Anfangsbedingungen

V= v2HY) ?: v=0auf @
VA
Q= q2L%): qdx=0
Z VA VA
hr u;r vi dx pdivvdx= vidx 8v2V
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Die Navier-Stokes-Gleichung

V= v2HY) ?: v=0auf @
VA
Q= q2L%): qdx=0
Z VA VA
hr u;r vi dx pdivvdx= vidx 8v2V

Fur Gleichung (8) aus dem Modellproblem
z
gdivvdx=0 8g20Q
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Die Navier-Stokes-Gleichung

D
Zweite variationelle Formullerung
Anfangsbedingungen

Z
a(u;v) = hru;r vidx 8u;v2V

und
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Die Navier-Stokes-Gleichung

D
Zweite variationelle Formullerung
Anfangsbedingungen

Z
a(u;v) = hru;r vidx 8u;v2V

und z
b(q;v) = gdivvdx=0 8gq2Q;v2V
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Gleichung

Die Navier-Stokes-Gleichung

Z
a(u;v) = hru;r vidx 8u;v2V

und z
b(q;v) = gdivvdx=0 8gq2Q;v2V

(P) Finde (u;p) 2V Q, so dass

a(u;v)+ b(p;v)=1I(v) 82V (12)
b(g;u)=0 q2Q (13)
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Die Navier-Stokes-Gleichung

te variatior Formulierung
Anfangsbedingungen

© Die Navier-Stokes-Gleichung

o Anfangsbedingungen
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Gleichung

r
rmulierung
Die Navier-Stokes-Gleichung )

ariationelle Formulierung
bedingungen

Um ein gegebenes Problem in der &@mmungsmechanik vollandig
beschreiben zudnnen nussen weitere Anfangs- und Randbedingungen
angegeben werden.

Harry Schmidt, Sebastian Suter Einfuhrung in die Hydrodynamik



Gleichung

r
rmulierung
Die Navier-Stokes-Gleichung ariationelle Formulierung

bedingungen

Um ein gegebenes Problem in der &@mmungsmechanik vollandig
beschreiben zudnnen nussen weitere Anfangs- und Randbedingungen
angegeben werden.
Anfangsbedingung:

u(x; 0) = up(x) in
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Gleichung

r
rmulierung
Die Navier-Stokes-Gleichung )

ariationelle Formulierung
bedingungen

Um ein gegebenes Problem in der &@mmungsmechanik vollandig
beschreiben zudnnen nussen weitere Anfangs- und Randbedingungen
angegeben werden.
Anfangsbedingung:

u(x; 0) = up(x) in

Dirichlet-Randbedingung:

u(x;0) = up(x;t) auf y
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rmulierung
ariationelle Formulierung
bedingungen

Die Navier-Stokes-Gleichung

Um ein gegebenes Problem in der &@mmungsmechanik vollandig
beschreiben zudnnen nussen weitere Anfangs- und Randbedingungen
angegeben werden.
Anfangsbedingung:

u(x; 0) = up(x) in

Dirichlet-Randbedingung:
u(x;0) = up(x;t) auf y

Fallsup = 0 haftet das Fluid an der Wand des Leiters, dringt nicht in
den Leiter ein. Dies nennt man auch "no-slip"Bedingung.
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Die Navier-Stokes-Gleichung

te variationelle Formulierung
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Neumann-Randbedingung:

gu(x;t) = h(x;t) auf
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Die Navier-Stokes-Gleichung

riationelle Formulierung
bedingungen

Neumann-Randbedingung:
@
—u(x;t) = h(x;t) auf
@ (x;t) = h(x;t) N
"free-slip"Bedingung:

=0 auf R
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ariationelle Formulierung
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Neumann-Randbedingung:

gu(x;t) = h(x;t) auf

"free-slip"Bedingung:

@
un=0; —=0auf
@ R
Ahnlich wie bei der "no-slip"Bedingung dringt das Fluid hicin den

Leiter ein, jedoch ndet eine reibungsfreie Bewegung plalatur Wand
statt.

Periodische Randbedingung:

U(X; t)jlinkerEinlass = U(X; t)jrechterEinlass
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Anwendungen der Navier-Stokes-Gleichung

Wie bereits ernahnt ist die Navier-Stokes-Gleichung die fundamentale
Gleichung der Fluiddynamik, und hat somit Anwendungen im de
verschiedensten Teilgebieten der Physik und der
Ingenieurswissenschaften. Hier sind noch einige Beespietiche die
breite Anwendungsmeglichkeiten der Gleichung aufzeigen sollen.
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Anwendungen der Navier-Stokes-Gleichung

Wie bereits ernahnt ist die Navier-Stokes-Gleichung die fundamentale
Gleichung der Fluiddynamik, und hat somit Anwendungen im de
verschiedensten Teilgebieten der Physik und der
Ingenieurswissenschaften. Hier sind noch einige Beespietiche die
breite Anwendungsmeglichkeiten der Gleichung aufzeigen sollen.

o Aerodynamik
@ Hydrodynamik
@ Magnetohydrodynamik
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Anwendungen der Navier-Stokes-Gleichung

Im Zeitalter immer knapper werdender Ressourcen werderrZéalge mit
optimiertem Treibsto verbrauch immer wichtiger. Dabeitiguch der
aerodynamische Widerstand zu beachten.
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Anwendungen der Navier-Stokes-Gleichung

Im Zeitalter immer knapper werdender Ressourcen werderrZéalge mit
optimiertem Treibsto verbrauch immer wichtiger. Dabeitiguch der
aerodynamische Widerstand zu beachten.

Abbildung: Studie Abbildung: Oldtimer
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Anwendungen der Navier-Stokes-Gleichung

Wie schon bei der Schwimmlfigkeit eines lérpers ermhnt hat die
Navier-Stokes-Gleichung auch in der Hydrodynamik Anwertghn.
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Anwendungen der Navier-Stokes-Gleichung

Wie schon bei der Schwimmlfigkeit eines lérpers ermhnt hat die
Navier-Stokes-Gleichung auch in der Hydrodynamik Anwertghn.

Abbildung: Numerische Simulation
und reale Stemung

Abbildung: Americas Cup 2003
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Anwendungen der Navier-Stokes-Gleichung

Die Magnetohydrodynamik besalftigt sich mit dem physikalischen
Verhalten elektrisch leitender Fluide. Da magnetischedeelSeme in in
bewegten leitenden Bksigkeiten hervorrufen wird zu deren Beschreibung
eine Kombination aus den Navier-Stokes-Gleichungen und de
Maxwell'schen Gleichungen verwendet.
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Abbildung: Plasma Kugel
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