Algebraische Gruppen, Basel, WS 2004 /2005

Jan Draisma






KAPITEL 1

Lineare algebraische Gruppen: Definition und
Beispiele

1. Die Zariski-Topologie auf End(V) und M,

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Koérper—vorldaufig noch von beliebiger
Charakteristik—und sei V' ein Vektorraum {iber K von endlicher Dimension n > 0.
Schreibe End(V) fiir den K-Vektorraum aller K-linearen Abbildungen V' — V und
O(End(V)) fiir die K-algebra der polynomialen Funktionen auf End(V), d.h. fiir die
kommutative K-algebra die von den K-linearen Funktionen End(V) — K erzeugt
wird.

DEFINITION 1.1. Fiir eine Teilmenge F' von O(End(V)) nennen wir das Null-
stellengebilde {A € End(V) | f(A) = 0 fiir alle f € F'} eine (Zariski- Jabgeschlossene
Teilmenge von End(V).

Diese Mengen bilden tatséchlich die abgeschlossenen Menge einer Topologie auf
End(V), die Zariski-Topologie.

Die Wahl einer Basis in V' definiert einen Isomorphismus zwischen End (V') und
dem K-Vektorraum M,, von n x n-Matrizen. Die polynomialen Funktionen auf V'
entsprechen unter diesem Isomorphismus den Polynomen iiber K in den Matrix-
eintrégen x11,. .., Tny,. Bemerke namlich, dass zwei Polynome nur dann die gleiche
Funktion definieren, wenn sie gleich sind—hier benutzen wir, dass K unendlich ist!

2. Lineare algebraische Gruppen und algebraische Matrixgruppen

DEFINITION 2.1. Eine lineare algebraische Gruppe ist eine Zariski-abgeschlossene
Teilmenge von End(V), die ausserdem eine Gruppe beziiglich der Zusammensetzung
von Abbildungen ist. Ist G eine lineare algebraische Gruppe, und bilden vy, ..., v,
eine Basis von V| so heisst das Bild von G unter End(V) — M,,(K) eine algebraische
Matrizgruppe.

Die Gruppenoperation einer algebraischen Matrizgruppe ist natiirlich die Ma-
trixmultiplikation.

Ist G C End(V) eine lineare algebraische Gruppe, so induziert die Zariski-
Topologie auf End(V') eine Topologie auf G, die Zariski- Topologie auf G.

3. Beispiele

(1) SL(V) := {A € End(V) | det A = 1} ist das Nullstellengebilde des Po-
lynoms det —1, und man iiberpriift leicht, dass es eine Gruppe ist. Die
entsprechende Matrixgruppe wird mit SL,, bezeichnet, und besteht aus
allen Matrizen mit Determinante 1.
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U, ={4A € M,(K) | Ay =1und A; ; = 0 fiir i < j} besteht aus den
Unterdreiecksmatrizen mit Einsen auf der Diagonale.

Hier setzen wir voraus, dass char K # 2 ist; in Charakteristik 2 werden
orthogonale Gruppen anders definiert. Sei § : V x V — K eine nicht-
ausgeartete symmetrische Bilinearform auf V', und definiere die orthogo-
nale Gruppe zu 3 durch

O(B) :={A € End(V) | B(Av, Aw) = (v, w) fiir alle v,w € V}.

Da 3 ein Polynom auf V' x V ist, ist fiir jedes feste Paar v,w € V die
Abbildung A — [(Av, Aw) — B(v,w) ein Polynom auf End(V); O(8) ist
das Nullstellengebilde aller dieser Polynome. Diese Zariski-abgeschlossene
Menge ist offensichtlich abgeschlossen unter Zusammensetzung linearer
Abbildungen; um zu zeigen, dass O(f3) eine lineare algebraische Gruppe
ist, reicht es also, zu zeigen, dass jedes A € O() invertierbar ist und sein
Inverse in O(f3) hat. Das erste folgt leicht aus der Tatsache, dass 3 nicht
ausgeartet ist, und das zweite ist dann auch klar.

Um die zugehorige Matrixgruppe zu finden, wihlen wir einen linearen
Isomorphismus ¢ : K™ — V. Dann gibt es eine eindeutige symmetrische
Matrix B € M, (K) mit

2T By = B(¢(x), ¢(y)) fiir alle z,y € K™

(ndmlich die Gram-Matrizv B = (B(¢(e;), #(e;))) der Form) und die zu
O(p) gehorende Matrixgruppe ist nun

O, :={A e M,(K)| ATBA = B}.

Hier ist vielleicht noch klarer, dass diese Gruppe durch polynomiale Glei-
chungen in den Eintrégen definiert wird.

Die Notation O,, ist nicht so genau, da diese Gruppe ja noch von
B abhéngt. Allerdings kann man ¢ immer so wéihlen, dass B gleich ei-
ner vorgeschriebenen symmetrischen, invertierbaren Matrix ist. Um zum
Beispiel B = I zu erreichen, geht man wie folgt vor: da char K # 2
ist, ist v — [B(v,v) nicht identisch null (sonst wire § symmetrisch und
schiefsymmetrisch, also null, also ausgeartet). Also gibt es ein v] mit
Bvi,v]) =: ¢ # 0. Sei b eine Quadratwurzel von ¢ in K und setse
vy := $v}. Dann gilt B(v1,v1) = 1 und wir haben unseren ersten Basis-
vektor gefunden. Es gilt V = Kv; @ v{ und die Einschrinkung von 3 auf
vi ist wieder nicht-ausgeartet, also gibt es nach Induktion vy, ..., v, mit
(vi,vj) = 0;,; fiir alle ¢,j > 1. Aber dann gilt dies auch fiir ¢ und/oder j
gleich 1. Mit ¢(e;) := v; finden wir jetzt den gewiinschten Isomorphismus.

Dies rechtfertigt die Notation O,,, ohne Verweisung auf die definie-
rende Form. Oft wird B = I gewahlt, oft aber auch B = (8; 5,41—;)i,;—in
der zweiten Form ist es z.B. klar, dass es |n/2|-dimensionale Rédume gibt,
auf denen die Form identisch null ist.
SO(P) ist der Durchschnitt von O(8) mit SL(V'), und die zugehorige Ma-
trixgruppe SO,, der Durchschnitt von O, mit SL,.
Sei nun 3 eine nicht-ausgeartete schiefsymmetrische Bilinearform auf V,
d.h. eine nicht-ausgeartete Bilinearform auf V' mit (v, v) = 0 fiir alle v €
V. Bemerke, dass daraus folgt, dass (v, w) = —f(w,v) fir alle v,w € V;
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die Umkehrung gilt nur wenn char K # 2. Die symplektische Gruppe zu 3
ist nun

Sp(B) := {A € End(V) | B(Av, Aw) = (v, w) fiihr alle v,w € V}.

Um die entsprechende Matrixgruppe zu finden, gehen wir vor wie bei
der orthogonalen Gruppe: erstens muss n = 2m gerade sein, damit es
iiberhaupt eine nicht-ausgeartete schiefsymmetrische Form auf V' gibt,
und wenn B die Gram-Matrix der Form 3 beziiglich einer Basis von V
ist, so ist B eine invertierbare schiefsymmetrische Matrix, und

SPay, := {A € M,,(K) | ATBA = B}

ist die zu Sp(f) gehorende Matrixgruppe.

Wieder kann man diese Notation rechtfertigen, indem man zeigt, dass
B immer gleich einer bestimmten schiefsymmetrischen, invertierbaren Ma-
trix gewdhlt werden kann—oft B = (0; j—m — di—m,;)i,; oder

l,i+j=n+1undi<m,
B;j={-1i+j=n+1undi¢>m und
0, sonst.

Die Gruppe Sp(8) liegt in SL(V'), wie wir bald sehen werden.

GL(V), die Gruppe aller invertierbaren Elementen in End(V), ist nicht
Zariski-abgeschlossen. Allerdings gibt es schon eine zu GL(V') isomorphe
algebraische Matrixgruppe in M,,4+1(K), ndmlich

{[%%} | A€ M,(K) and (det A) - ¢ = 1};

dies gibt GL(V') die Struktur einer linearen algebraischen Gruppe.

Die multiplikative Gruppe G,, = (K*,-) ist einfach GL;, mit der oben
definierten Struktur einer algebraischen Matrixgruppe.

Die additive Gruppe G, = (K, +) erhilt die Struktur einer algebraischen
Matrixgruppe durch die Einbettung

0 1

B,, ist der Durchschnitt von GL,, mit der Menge aller Oberdreiecksmatri-
zen.
T, ist der Durchschnitt von GL,, mit der Menge der Diagonalmatrizen.

K — My(K), a— {1 “]

Die Gruppen GL(V'), SL(V), (S)O,, und Sp,,,, oder eng damit verbundene Grup-
pen, werden die klassischen algebraischen Gruppen genannt.



