Algebraische Gruppen, Basel, WS 2004 /2005

Jan Draisma









KAPITEL 11

Maximale Tori

Nun, da wir wissen, dass Borel-Untergruppen alle zueinander konjugiert sind,
beweisen wir, dass in einer zusammenhéngenden, auflésbaren algebraischen Gruppe
alle maximalen Tori zueinander konjugiert sind. Es folgt dann aus diesen beiden
Tatsachen, dass in einer beliebigen algebraischen Gruppe alle maximalen Tori zu-
einander konjugiert sind. Der Beweis den wir hier behandeln ist ziemlich effizient,
funktioniert aber leider nur in Charakteristik 0.

DEFINITION 0.22. Sei G eine algebraische Gruppe. Ein mazimaler Torus in
G ist eine abgeschlossene Untergruppe, die ein Torus is—also isomorph zu einem
T,—und die nicht enthalten ist in einem echt grosseren Torus in G.

Sei nun G eine zusammenhéngende, auflésbare, algebraische Gruppe. Nach
Kolchins Satz kénnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass G eine abgeschlosse-
ne Untergruppe von B,,, der Gruppe der invertierbaren Oberdreiecksmatrizen, ist.
Bemerke, dass in diesem Fall G,,, die Menge der unipotenten Elemente in G, gleich
G NU, ist, wo U, aus den Oberdreiecksmatrizen mit nur l-en auf der Diagonale
besteht. Ist also m der Homomorphismus B,, — T),, der eine Oberdreiecksmatrix
auf ihre Diagonale abbildet, so ist G, der Kern von m|g und somit eine normale
Untergruppe von G. Setze

r:=dimG — dim G, = dim7(G)

(die Gleichheit folgt sofort aus dem Satz iiber Faserdimensionen dominanter Mor-
phismen). Bemerke, dass 7(G) als abgeschlossene, zusammenhéngende Untergruppe
von T, ein Torus ist. Wir werden sehen, dass die maximalen Tori in G alle Dimen-
sion r haben.

Zunichst zeigen wir aber nur, dass r eine obere Schranke ist. Sei namlich T
ein Torus in G. Aus TN G, = {I} (ein Torus besteht nur aus diagonalisierbaren
Elementen) folgt, dass m den Torus T injektiv in den Torus 7(G) abbildet. Also ist
dimT < dim7(G) = r, und wenn Gleichheit gilt, dann wird T surjektiv auf 7(G)
abgebildet.

THEOREM 0.23. In der oben eingefiihrten Notation gelten folgende Aussagen.

(1) G enthilt einen Torus von Dimension r.

(2) Alle Tori in G von Dimension r sind zueinander konjugiert unter G,.

(3) Jedes diagonalisierbare Element von G liegt in einem Torus in G von
Dimension r.

(4) Jeder Torus in G ist in einem Torus in G von Dimension r enthalten.

(5) Alle mazimalen Tori in G sind zueinander konjugiert unter G,.

Dieser Satz ist in allgemeiner Charakteristik giiltig. Allerdings kennt der Beweis
in positiver Charakteristik ziemlich viel technische Einzelheiten, also beschrinken
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62 11. MAXIMALE TORI

wir uns ab jetzt auf den Fall char K = 0. Dann kann man mit folgenden Lemmas
den Satz effizient beweisen.

LEMMA 0.24. Ist char K = 0, so gibt es in jedem torus T ein Elementt € T mit

der Eigenschaft, dass T = (t), wo {t) = {t* | k € Z} die von t erzeugte Untergruppe
1st.

BEWEIS. Sei T' = T,,. Wahle m verschiedene Primzahlen py,...,p,, € NC K
und setze t := diag(p1,...,pm). Da jede abgeschlossene Untergruppe von T, der
Durchschnitt von Kernen von Charakteren in X (7},) ist (das war eine Aufgabe),
miissen wir nur zeigen, dass kein nicht-trivialer Charakter auf ¢ den Wert 1 an-
nimmt. Ein Charakter xy € X(7},) hat auf ¢ den Wert

m
x(t) =I»
=1

WO Q1,.-.,0m € Z. Aber wegen der Wahl der p; ist die rechte Seite nur dann 1,
wenn alle a; null sind—also wenn y trivial ist. O

Der Kern des Beweises vom Satz ist folgendes Lemma iiber Konjugiertheit.

LEMMA 0.25. Ist char K = 0 und sind g, h € B,, diagonalisierbare Matrizen mit
7(g) = w(h) (das heisst, mit der gleichen Diagonale), so gibt es ein u € ({g,h))y
mit uhu™! = g.

Beweis. Uberlege zuerst, dass unter den Voraussetzungen g, h,n(g) = m(h)
alle unter U,, zueinander konjugiert sind: ist 7(g) = diag(A1,...,An), so gibt es
némlich eine Basis von Eigenvektoren von g von der Gestalt e; (bei Eigenwert A;),
es + aey (bei Eigenwert A2), es + Bes + vey (bei Eigenwert A3), usw. Ist nun b die
Matrix, deren Spalten diese Eigenvektoren sind, so ist b~ 1gb = 7(g).

Wenn das Lemma fiir b~ 'gb und b~'hb stimmt, so folgt das Lemma fiir g
und h indem man wieder mit b konjugiert. Also diirfen wir annehmen, dass g eine
Diagonalmatrix ist. Jetzt gehen wir mit Induktion nach n vor: fiir n =11ist g =h
und tut 1 € ({g, h)), es. Nehme nun an, dass das Lemma stimmt fiir n—1, und seien
g,h € B, mit g diagonal, h diagonalisierbar und m(h) = g. Sei weiter H = (g, h)
der Abschluss der von g, h erzeugte Gruppe.

Sei ¢ : B, — Bp_1 der Homomorphismus algebraischer Gruppen, der eine
Matrix auf ihren (n — 1) x (n — 1)-Block linksoben schickt. Dann ist o(g) eine
Diagonalmatrix und o(h) eine diagonalisierbare Matrix mit Diagonale o(g) (es gibt
ein a € U, mit aha™! = g, und dann folgt o(a)o(h)o(a)™! = o(g)). Also gibt es
Nach Voraussetzung ein unipotentes v € (o (g),o(h)) = H mit vo(h)o~! = o(g).
Aber H ist gerade das Bild von H unter o (verifiziere dies!), also gibt es ein v € H,
mit o(v) = 9. Nun hat vhv~! folgende Gestalt:

)\1 aq
vho™t = K : =: hq,
)\nfl Qp—1
An
wo die leeren Eintragen null sind. Wir werden sehen, wie man die Eintrége a1, ...,a,-1
von hy der Reihe nach l6schen kann durch Konjugation mit Elementen wq, ..., u,—1

von H,. Dann folgt, dass

-1, -1 -1 _
Up—1 -~ uvho”uy  --u, | =g,
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wie behauptet. Den Eintrag a; Loschen geht wie folgt: wenn a; = 0, so geniigt u; =
1. Nehme also an, dass a; # 0 ist. Weil h; nach Voraussetzung diagonalisierbar ist,
folgt dann A,, # A1 (sonst wére a; ein nicht zu léschender Eintrag aus einem Jordan-
Kistchen zum Eigenwert A; = A,; iiberlege dies!). Betrachte nun die Potenzen

1 ko

(g7 h1)F = , keZ.

Ay —
1 kTi

1
Da wir in Charakteristik 0 sind und a; # 0 ist, sind diese Potenzen paarweise
verschiedene Elemente von H. Schreibe, fiir t € K,

1 ta

X(t) = a:

Do
1

Der Durchschnitt von H mit der, zur additiven Gruppe isomorphe, algebraischen

Gruppe {X(t) | t € K} enthélt unendlich viele Punkte und ist abgeschlossen—also

folgt X (¢t) € H fiir alle t € K. Nun rechnet man aus, dass der Eintrag an der Stelle

(1,n) von X () X(t)™! = X(t)h1 X (—t) gleich a;(1 + t()‘")\:)‘l)) ist. Wéhlt man

also

A1
t1 ;= ——— und uy := X(t1) € Hy,
1 )\1 — /\n 1 ( 1) u
so ist in ho := uy hlul_1 der Eintrag a; geloscht worden. Die anderen Eintrége lassen
sich genauso 16schen, und damit ist das Lemma bewiesen. ([l

Wir konnen jetzt die ersten 3 Teile vom Satz beweisen.

BEWEIS VON (1)-(3) DES SATZES, IN CHARAKTERISTIK 0.

(1) Sei t € 7(G) ein Element mit (t) = 7(G) (siche Lemma 0.24) und sei
g € G mit 7(g) = t. Dann folgt 7(gq) = 7(g9)q = t, also kénnen wir, indem
wir g durch g4 ersetzen, annehmen, dass g diagonalisierbar ist. Aber dann
ist g unter U,, zu 7(g) konjugiert, also ist die Gruppe T := (g) C G unter
U, zu w(@) konjugiert, und somit ein r-dimensionaler Torus.

(2) Sei S ein zweiter r-dimensionaler Torus. Dann wird S von 7 surjektiv auf
7(G) abgebildet; es gibt also ein h € m~1(t) N S, mit ¢t wie vorher. Sind
g und T wie vorher, so sind g, h beide diagonalisierbar, und n(g) =t =
7(h). Nach Lemma 0.25 gibt es also ein unipotentes u € (g, h) C G mit
uhu™' = g. Aber dann konjugiert u den ‘von h topologisch erzeugten’
Torus S auch in den ‘von g topologisch erzeugten’ Torus 7T'.

(3) Seil € G diagonalisierbar und T ein r-dimensionaler Torus in G wie vor-
her. Dann gibt es ein I’ € 7~!(7(1))NT. Nun sind [ und !’ diagonalisierbar
und haben die gleiche Diagonale. Also gibt es nach Lemma 0.25 ein u € G,
mit wl’u"! = I. Aber dann liegt [ im r-dimensionalen Torus uTu~' C G.

O

Fiir die letzten zwei Aussagen vom Satz brauchen wir noch ein weiteres Lemma,
die Notation ist wie bisher.
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LEMMA 0.26. (1) Fir jeden r-dimensionalen Torus T in G gilt G = TG,,.
(2) Fir jedes diagonalisierbare Element s € G ist der Zentralisator Zg(s) =
{9 € G| gs = sg} zusammenhingend.

Bemerke, dass wir schon lange wissen, dass Z¢(s) auch abgeschlossen ist.

BEWEIS.

(1) Der Homomorphismus 7|7 : T — 7(G) ist ein bijektiver Homomorphismus
algebraischer Gruppen. Fiir jedes g € G ist nun

t:=(n|r) (n(g) e Tund u:=t"'g € G,

und es folgt g = tu € TG,,.

(2) Sei T ein r-dimensionaler Torus in G, der s enthélt. (So ein Torus gibt es
nach Teil (3) vom Satz.) Ist nun g € Zg(s) und schreibt man g = tu mit
t € T und u € G, so vertauscht ¢ mit s—da beide im Torus 7" liegen—und
somit vertauscht auch w mit s. Also gilt: Zg(s) = TZ¢, (s). Die Gruppe
Zga, (s) ist unipotent, und somit zusammenhéngend, da wir in Charakte-
ristik 0 sind (siehe das Kapitel {iber unipotente Gruppen). Also ist auch
Zc(s), als Bild von T x Zg, (s) unter Multiplikation, zusammenhéngend.

O

BEWEIS VON (4) UND (5) DES SATZES, IN CHARAKTERISTIK 0.

(4) Wir gehen mit Induktion nach dim G vor: nehme an, dass jeder Torus
in einer aufldsbaren, zusammenhingenden algebraischen Gruppe G’ mit
dim G’ < dim G in einem Torus in G’ von Dimension dim G’ — dim(G’),,
enthalten ist. Wir zeigen, dass dies dann auch fiir G der Fall ist.

Sei also S ein Torus in G, der ganz aus diagonalisierbaren Elementen
besteht. Es gibt nun zwei Fille: S liegt im Zentrum von G oder nicht. Neh-
me zunéchst an, dass S im Zentrum von G liegt, und sei T ein Torus von
Dimension 7 in G. Dann ist die Multiplikation S x T'— G, (s,t) — st ein
Homorphismus algebraischer Gruppen (weil (s1t1)(sat2) = (s152)(t1t2)),
und dessen Bild ST ein Torus in G. Aber T' hat die maximale Dimension
eines Torus in G, also folgt ST =T und S C T.

Ist S nicht Zentral, so wihle ein s € S das nicht im Zentrum von G
liegt. Wahle weiter einen r-dimensionalen Torus T in G, der s enthélt. Nun
ist G' := Zg(s) eine zusammenhingende, abgeschlossene Untergruppe von
G (Lemma 0.26), die ausserdem S und T enthilt. Aus T C G’ folgt, dass
die maximale Dimension (dim(G’) — dim(G’),,) eines Torus in G’ immer
noch r ist (und nicht kleiner). Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es
einen r-dimensionalen Torus 7" in G’ C G, der S enthilt, und damit ist
der Beweis fertig.

(5) Dies folgt sofort aus (4) und (2).

O

COROLLARY 0.27. Sei G eine beliebige algebraische Gruppe. Dann sind die
mazimalen Tori in G alle zueinander konjugiert.

BEWEIS. Seien T, T’ maximale Tori in G. Da sie auflésbar und zusammenh#ngend
sind, gibt es Borel-Untergruppe B, B’ von G, die T bzw. T’ enthalten. Borel-
Untergruppen sind zueinander konjugiert (siche das Kapitel iiber Borel-Untergruppen),
also gibt es ein ¢ € G mit gBg~' = B’. Dann sind 7’ und ¢g7'¢~' maximale Tori
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in B’ (wenn nicht, dann gébe es natiirlich auch in G grossere Tori). Da B’ zusam-
menhéngend und auflésbar ist, gibt es ein nach dem Satz ein (unipotentes) v’ € B’
mit 'gTg~ (b)) 1 =T. O

Dieses Korollar ist die Basis fiir die Darstellungstheorie algebraischer Gruppen:
zu einer endlich-dimensionalen, rationalen Darstellung p : G — GL(V) bildet man
kombinatorische Data wie folgt. Wéhle einen maximalen Torus 7" in G und betrachte
V' zunéchst nur als T-modul. Da T ein Torus ist, kann man V in Gewichtsraume

zerlegen:
v= P W
x€X(T)
Die Abbildung f, 7 : X(T) — N,x — dimV,, beschreibt nun V' als Darstellung
von T bis auf Isomorphie, wie wir gesehen haben im Kapitel iiber diagonalisierbare
Gruppen.

Da aber alle maximalen Tori konjugiert sind, ist f, 7 unabhdnging von der Wahl
von T in folgendem Sinn: ist 7" ein zweiter maximaler Torus in G, dann gibt es
ein g € G mit gTg~' =T, und dann ist f, 7 (x') = for(t — X' (gtg™")). Es stellt
sich heraus, dass die Abbildung f, 7 sehr viel Information iiber V' als Darstellung
von G enthélt; sie wird deshalb manchmal den Charakter der G-Darstellung V' ge-
nannt. Fiir gewisse Gruppen (z.B. die klassischen Gruppen GL,,SL,,SO,, Sps,,
in Charakteristik 0) wird p bis auf Isomorphie von G-Darstellungen eindeutig be-
stimmt durch f, . Um herauszufinden, welche Funktionen X (T') — N tatséchlich
Charaktere von Darstellungen sind, verwendet man (sicher in Charakteristik 0) vor
allem die Darstellungstheorie von Lie-Algebren: das Differential d.p ist ndmlich eine
Darstellung von L(G). Kann man nun alle Darstellungen von L(G) klassifizieren—
und das kann man fiir die erwdhnten Gruppen—und weiss man auch, welche von
denen zu Darstellungen von G ‘integrieren’, dann hat man alle rationale, endlich-
dimensionale Darstellungen von G klassifiziert. Die Struktur- und Darstellungs-
theorie von Lie-Algebren formen das Thema der Vorlesung von Philippe Bonnet im
néchsten Semester.



