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Aufgabe 1 (Gemischte Randdaten)
Betrachten Sie das Randwertproblem in Q C R?

—Au = f inQ
u = gp aufdflp
Vu-n = gy aufdfly,

wobei n die dussere Normale an den Rand ist und 09 = 90Qp U 0Qy, Qp NIy = 0 gilt.
Zeigen Sie:

(a) Ist 0Qp = 0 so ist das Problem nicht eindeutig lésbar.

(b) Ist 9Qp = B und [, f # — [,, gn so hat das Problem keine Losung - dies bezeichnet
man als Kompatibilitdtsbedingung.

(c) Seinun dQp # Pundsei V = HL(Q) :={v e H(Q) : yv = 0 fast iiberall auf 9Qp}.
Konstruieren Sie eine stetige und V-elliptische Bilinearform a(-,-) und ein stetiges
Funktional [(-) mit der folgenden Eigenschaft: Ist u € H*(Q) und a(u, p) = I(y) fiir
alle ¢ € V so erfiillt u das Randwertproblem fast iiberall (yv ist die Spur von v).

Aufgabe 2

Betrachten Sie wieder das gemischte Randwertproblem aus der vorherigen Aufgabe und
nehmen Sie an, dass eine Losung existiert. Zeigen Sie, dass auch auf konvexen Gebieten
u nicht notwendig H?(Q) gilt.

Hinweis: Betrachten Sie die Losung u das Dirichlet Problem auf dem Gebiet mit der
einspringenden Ecke und zeigen Sie, dass u auf einem konvexen Gebiet 2 Losung des
gemischten Randwertproblems ist.

Aufgabe 3
Sei 7}, eine zulissige Triangulierung von  :=|0, 1] mit supyc. |T'| < h, f € L? () eine
Funktion mit Mittelwert 0 und

Vi = {0eC @) |vr €eP(T),T€T} und V, = V,NnHI(Q). (1)



(a) Sei up, € Vj, die Galerkin-Approximation der schwachen Losung des Neumann-
Problems
—u” = fin ]0,1[, «(0) = «'(1) = 0,

d.h. fiir alle Testfunktionen ¢ € V}, gelte:

1 1
/ up ) de = / fondz.
0 0

Beweise die folgende Abschétzung:
1
WO < = 1 lixgosy V-

(b) Sei u € Hy(S?) die schwache Lésung von —Au = f mit homogenen Randdaten.
Ferner sei u;, € V}, die Galerkin-Approximation von wu.

Zeige, dass w, mit der Lagrange-Interpolierenden I[u € Vi, iibereinstimmt, d.h.
Iyu € Vi, und Iu(p;) = u(p;) an allen inneren Knoten der Zerlegung,.

Aufgabe 4

(a) Messen Sie den Fehler bei der Lagrange Interpolation in ihrem Matlab Programm
in der H'(Q)-Norm - benutzen Sie wieder die ein Punkt Quadratur.

(b) Berechnen Sie die L?>-Norm folgender stiickweiser konstanten Funktion, welcher den
Grad der Unstetigkeit von wu; mifit:

2
nr = Z [V (ury —ur) -nry

=0

Dabei ist ug; die Losung auf dem Nachbardreieck von T iiber die I-te Kante Sy
von T ist diese Kante am Rand setzen wir V(ur; — ur) = 0. ny; ist die dussere
Normale an S7;.



