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Aufgabe 1 (Schwaches Maximumprinzip)
Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet und u ∈ H1

0 (Ω) eine schwache Lösung von

−∆u ≤ 0 in Ω,

d.h. für alle ϕ ∈ H1
0 (Ω), ϕ ≥ 0 f.ü. gilt:

∫
Ω

∇u∇ϕ dx ≤ 0

Zeige, dass dann bereits u ≤ 0 f.ü. in Ω ist.
Hinweis: es gilt u ∈ H1(Ω) ⇒ u+ := max{u, 0} ∈ H1(Ω).

Aufgabe 2
Sei T eine zulässige Triangulierung, wobei für jedes Element T die Winkel γT

ij zwischen
Kanten eT

i , eT
j in (0, π

2
) seien. Sei A = (aij) die Steifigkeitsmatrix für den linearen Finite-

Elemente Ansatz. Zeigen Sie, dass aii > 0 und aij ≤ 0 für i 6= j gilt und dass für innere
Punkte pi gilt:

∑
j 6=i |aij | ≤ aii.

Hinweis: Zeigen Sie die Eigenschaften zunächst für die lokale Steifigkeitsmatrix mit

Einträgen aT
kl :=

∫
T
∇ϕT

k∇ϕT
l . Zeigen Sie dazu, dass akl =

|eT

k
||eT

l
|

4|T |
nT

k · nT
l gilt und, dass

nT
k · nT

l auch mit Hilfe von cos(γij) ausgedrückt werden kann - es sind eT
k die Kanten von

T und nT
k die äusseren Normalen. ausgedrückt werden kann.

Aufgabe 3
Sei T eine regelmässige, kartesische Triangulierung von Ω := (0, 1)2, wie sie in Abbildung
1 dargestellt ist, wobei h die Schrittweite auf der x-Achse beschreibt. Sei VT der Raum
der stetigen stückweise linearen Funktionen gegeben. Sei Afem die Steifigkeitsmatrix zu
a(u, v) =

∫
Ω
∇u · ∇v und A5 die Matrix zum 5 Punkt Differenzenschema auf dem karte-

sischen Gitter mit Gitterweite h. Zeigen Sie, dass Afem = h2A5 gilt und für die rechten
Seiten: bfem

i − h2bFD
i = O(h3) mit bfem

i =
∫
Ω

fϕi und bFD
i = f(pi), wobei pi ein innerer

Knoten des Gitters ist.

Aufgabe 4
Zeichnen Sie eine zulässige Triangulieren des Gebiets Ω aus Abbildung 2.
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Abbildung 1: Triangulierung des Gebietes Ω = (0, 1)2

Abbildung 2: Fröhliche Weihnachten und einen guten Rutsch


