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Aufgabe 1 (A-posteriori in 1D)
Sei Q2 :=]0,1[ und u € H}(Q) die schwache Losung von

" = f in Q,
v = 0 auf 99

zu gegebenem f € L*(Q). Ferner sei
T = {[.Ti_l,.flfi] ]0:$0<<xn:1,121”n}

eine zuldssige Triangulierung von Q und X7 := {v € C°(Q) | vjp € Px(D) fiir D € T}
und X7 := X7 N H}(Q). SchlieBlich sei ur € X7 die Galerkin-Approximation von u,
er :=u—uy und I7: Hg — X7 die Lagrange-Interpolierende.

Zeige

||€f]'||%2(§2) < Z (f + u{Z,W €T — ITeT)L2(D)
DeT

und schliefe mit Hilfe der Interpolationsabschétzung die A Posteriori-Fehlerabschéatzung

lu — uTﬁ{l(Q) < c Z h(D)QHf_{_U,?/’H%?(D)v
DeT

wobei die Konstante ¢ > 0 nicht von u abhingt.
Hinweis: Zeige zunéchst, dass fiir alle v € X7 gilt: He’TH%Q(Q) = (7,7 — V)2 -

Aufgabe 2

Sei 7, eine Triangulierung von © C R? und sei Sy die Menge der inneren Kanten und
an S € (So'h sei eine Normale ng fixiert; d.h. zu S € So'h existieren immer zwei Elemente
T ,T, € T, mit T_NT, = S und ng steht senkrecht auf S und zeigt von 7" nach T, (bzw.
ng ist die dussere Normale an 07— und —ng ist die dussere Normale an 07 ). Sei nun
eine stiickweise stetige Funktion v gegeben und auf S € Sy, seien die Grenzfunktionen von
T, bzw. T_ gegeben durch v () := lim._ov(- +eng) und vg () := lim._o v(- —eng). Wir
definieren dann noch den Sprung von v iiber S in Normalenrichtung durch [v]g := v —vg.
Sei V3, € VNCY() ein Finite-Elemente Raum mit stiickweise glatten Funktionen und mit
V = H}(Q). Zu uy, € V;, definieren wir Ajuy, als die stiickweise definierte Funktion, die
auf jedem T € 7T, mit Awuy, iibereinstimmt - auf T ist uy, glatt und Awy, ist wohldefiniert.



Sei u € H(Q) die schwache Losung zur Laplace-Gleichung, d.h. a(u,¢) = I(¢) fir alle
¢ € Vmita(u,v) = [, Vu-Vound l(v) = [, fv. Seiuy, € V}, die Galerkin-Approximation,
d.h. a(upn, on) = (@) fiir alle ¢, € Vh Zeigen Sie, dass

alun, ¢n) /Auh%— Z/Vuh nslsen -

SeSH

Aufgabe 3
Sei 2 C R™ ein beschriinktes Gebiet und uy € L*(2). Wir betrachten das Anfangsrand-
wertproblem fiir die Warmeleitungsgleichung:

Ou—Au = 0 in Qx]0,00],
u = 0 auf 902x]0, 0], (1)
u(-,0) = wo in Q.

Durch Diskretisierung in der Zeit (mit Schrittweite k) erhalten wir das folgende semidis-
krete Verfahren:
kAT = (2)

(a) Geben Sie eine schwache Formulierung fiir diese Gleichung an der Form:

a(u"t, ) = 1"(p)
mit a : H} X HY — R und [" : H} — R - verwenden Sie den Projektionssatz.

(b) Zeige, dass die schwache Losung u" ™ wohldefiniert ist, d.h. zu u™ € H}(Q) existiert
genau eine schwache Losung u" ™ € H}(Q) von (2).

(c) Die Folge (u™),en ist unabhiingig von k beschriinkt in L?(Q). Genauer gilt fiir alle
n € N:
[ ez < ez < llulllzaw)
Hinweis : testen Sie mit u".
(d) Das Verfahren (2) ist konsistent, d.h. ist u € C*(£2x]0, oo|) eine klassische Losung
von (1), so gilt |d“k (z1) _ dul mt )| = 0 fiir k — 0, wobei

up(z,t) = %u”(@ + #u”“(w) fir t € [nk, (n + 1)k].



