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Aufgabe 1 (A-posteriori in 1D)
Sei Ω :=]0, 1[ und u ∈ H1

0 (Ω) die schwache Lösung von

−u′′ = f in Ω,
u = 0 auf ∂Ω

zu gegebenem f ∈ L2(Ω). Ferner sei

T := {[xi−1, xi] | 0 = x0 < . . . < xn = 1, i = 1, . . . , n}

eine zulässige Triangulierung von Ω und XT := {v ∈ C0(Ω) | v|D ∈ Pk(D) für D ∈ T }
und X̊T := XT ∩ H1

0 (Ω). Schließlich sei uT ∈ X̊T die Galerkin-Approximation von u,
eT := u− uT und IT : H1

0 → X̊T die Lagrange-Interpolierende.
Zeige

‖e′T ‖2
L2(Ω) ≤

∑
D∈T

(f + u′′T , eT − IT eT )L2(D)

und schließe mit Hilfe der Interpolationsabschätzung die A Posteriori-Fehlerabschätzung

|u− uT |2H1(Ω) ≤ c
∑
D∈T

h(D)2‖f + u′′T ‖2
L2(D),

wobei die Konstante c > 0 nicht von u abhängt.
Hinweis: Zeige zunächst, dass für alle v ∈ X̊T gilt: ‖e′T ‖2

L2(Ω) = (e′T , e′T − v′)L2(Ω) .

Aufgabe 2
Sei Th eine Triangulierung von Ω ⊂ R2 und sei S̊h die Menge der inneren Kanten und
an S ∈ S̊h sei eine Normale nS fixiert; d.h. zu S ∈ S̊h existieren immer zwei Elemente
T−, T+ ∈ Th mit T−∩T+ = S und nS steht senkrecht auf S und zeigt von T− nach T+ (bzw.
nS ist die äussere Normale an ∂T− und −nS ist die äussere Normale an ∂T+). Sei nun
eine stückweise stetige Funktion v gegeben und auf S ∈ S̊h seien die Grenzfunktionen von
T+ bzw. T− gegeben durch v+

S (·) := limε→0 v(·+ εnS) und v−S (·) := limε→0 v(·− εnS). Wir
definieren dann noch den Sprung von v über S in Normalenrichtung durch [v]S := v+

S −v−S .
Sei Vh ⊂ V ∩C0(Ω) ein Finite-Elemente Raum mit stückweise glatten Funktionen und mit
V = H1

0 (Ω). Zu uh ∈ Vh definieren wir 4huh als die stückweise definierte Funktion, die
auf jedem T ∈ Th mit 4uh übereinstimmt - auf T ist uh glatt und 4uh ist wohldefiniert.



Sei u ∈ H2(Ω) die schwache Lösung zur Laplace-Gleichung, d.h. a(u, ϕ) = l(ϕ) für alle
ϕ ∈ V mit a(u, v) =

∫
Ω
∇u·∇v und l(v) =

∫
Ω

fv. Sei uh ∈ Vh die Galerkin-Approximation,
d.h. a(uh, ϕh) = l(ϕh) für alle ϕh ∈ Vh. Zeigen Sie, dass

a(uh, ϕh) = −
∫

Ω

4uhϕh −
∑
S∈S̊h

∫
S

[∇uh · nS]Sϕh .

Aufgabe 3
Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet und u0 ∈ L2(Ω). Wir betrachten das Anfangsrand-
wertproblem für die Wärmeleitungsgleichung:

∂tu−∆xu = 0 in Ω×]0,∞[,
u = 0 auf ∂Ω×]0,∞[,

u(·, 0) = u0 in Ω.
(1)

Durch Diskretisierung in der Zeit (mit Schrittweite k) erhalten wir das folgende semidis-
krete Verfahren:

un+1 − k∆un+1 = un. (2)

(a) Geben Sie eine schwache Formulierung für diese Gleichung an der Form:

a(un+1, ϕ) = ln(ϕ)

mit a : H1
0 ×H1

0 → R und ln : H1
0 → R - verwenden Sie den Projektionssatz.

(b) Zeige, dass die schwache Lösung un+1 wohldefiniert ist, d.h. zu un ∈ H1
0 (Ω) existiert

genau eine schwache Lösung un+1 ∈ H1
0 (Ω) von (2).

(c) Die Folge (un)n∈N ist unabhängig von k beschränkt in L2(Ω). Genauer gilt für alle
n ∈ N:

‖un+1‖L2(Ω) ≤ ‖un‖L2(Ω) ≤ ‖u0‖L2(Ω).

Hinweis : testen Sie mit un+1.

(d) Das Verfahren (2) ist konsistent, d.h. ist u ∈ C3(Ω×]0,∞[) eine klassische Lösung

von (1), so gilt |duk(x,t)
dt

− du(x,t)
dt

| → 0 für k → 0, wobei

uk(x, t) :=
(n + 1)k − t

k
un(x) +

t− nk

k
un+1(x) für t ∈ [nk, (n + 1)k].


