Rolfdieter Frank / Hans Walser
Korbbogen — wie kriegen wir die Kurve?

Kurzfassung: Es geht darum, wie wir zwischen zwei Geraden die Kurve kriegen. Prazi-
ser: Zwei orientierte Geraden sollen durch Kreisbogen glatt und orientierungskonsistent
verbunden werden, wobei die Anschlusspunkte auf den Geraden vorgegeben sind. In
der Regel geht es mit zwei Kreisbogen, wobei der Ubergangspunkt zwischen den Kreis-
bogen oder aber die Ubergangsrichtung eine gewisse Wahlfreiheit zulassen.

1 Einfihrung

Aus Kreisbogen unterschiedlicher Krummung zusammengesetzte Kurven finden wir in
der Architektur, etwa bei Torbogen, in der Kunst, aber auch im Modelleisenbahnbau.
Solche Kurven werden als Korbbogen bezeichnet (vgl. [1], [2]).

2  Problemstellung

Gegeben sind zwei orientierte Geraden a und b mit je einem Punkt A€ a und BE b.
Die beiden Geraden sollen durch einen oder mehrere Kreisbogen so verbunden werden,
dass die Ubergange glatt sind, das heifit ohne unstetige Richtungsdnderung. Der erste
Kreisbogen soll in A ansetzen und der letzte Bogen in B einfahren. Zudem soll der
Durchlaufsinn erhalten bleiben. Die Figur 1 zeigt zwei Beispiele, die sich von der Vor-
gabe her nur in der Orientierung der Geraden b unterscheiden.

a) b)
Fig. 1 Unterschiedliche Orientierung

In beiden Fallen setzt sich das Ubergangsstiick aus zwei Kreisbogen mit einem Uber-
gangspunkt C zusammen.

3 Fragen

Brauchen wir immer zwei Kreisbogen? Ist das Problem immer losbar? Ist die Losung
eindeutig? Falls es mehrere Losungen gibt, welches ist die beste? SchlieBlich: Wie fin-
den wir Losungen?

Fur die heuristische Untersuchung solcher Fragen ist es sinnvoll, mit dynamischer Ge-
ometrie-Software (DGS) zu arbeiten.
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4  Ausmitteln fur den Idealfall

Wir diskutieren den Fall der Figur 1a); im Fall der Figur 1b) kann analog argumentiert
werden.

Mit einem einzigen Kreisbogen geht es offenbar genau dann, wenn sich die beiden An-
schlusspunkte gegenuiberliegen. Wir konnen einen solchen Fall durch ,,Ausgleichen®
konstruieren: Zunachst spiegeln wir die Punkte A und B an der Achse n, welche die ori-
entierte Gerade a auf die gegengleich orientierte Gerade b spiegelt. Die Bildpunkte sei-
en A" und B'. Und nun seien A* der Mittelpunkt der Strecke AB' und B* die Mitte
von BA'. Dann gibt es genau einen Bogen k* mit den Anschlusspunkten A* und B*
(Fig. 2); sein Zentrum sei M.

Auf g haben wir den Weg um AA* verlangert und auf b um gleich viel verkurzt.

Fig. 2 Idealfall

5 Der reale Fall

Ausgehend von diesem Idealfall konnen wir nun aber auch den realen Fall angehen.
Zunéchst — und das ist nun etwas subtil — zerlegen wir den Bogen k * kunstlich in zwei
Teilbogen mit einem Ubergangspunkt C*, den wir naturlich beliebig auf k* wahlen
konnen. In C* zeichnen wir die orientierte Tangente ¢ an k *; die Orientierung soll
konsistent mit der Orientierung des Bogens & * sein.

Auf ¢ wihlen wir C so, dass die Strecken CC* und AA* gleich lang, aber entgegenge-
setzt orientiert sind (Fig. 3).
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Fig. 3 Anschlusspunkte A und B

Nun haben wir bezuglich a und ¢ die symmetrische Idealsituation, und ebenso bezuglich
c und b. Wir konnen also einen Bogen von A nach C und einen zweiten Bogen von C
nach B einzeichnen. Damit ist unsere Aufgabe gelost.

6 Diskussion der Losung

Nun war aber die Wahl des Punktes C* auf k* frei; es gibt also unendlich viele Lo-
sungen. Mit der Wahl von C* wird die Richtung der Ubergangstangente ¢ festgelegt.
Wir konnen also die Ubergangsrichtung in C wiéhlen.

Da die funf Dreiecke MAA*, MBB*, MCC*, MA'B*, MB'A* kongruent sind, liegen
die funf Punkte A, B, C, A', B’ auf einem Kreis k mit Zentrum M. Statt der Ubergangs-
richtung konnen wir also auch den Ubergangspunkt C € k wahlen (Fig. 4). Der Korb-
bogen schneidet diesen Kreis k in A, B und C unter alternierenden Winkeln gleicher
Grofe.
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Fig.4 C€k
Die Figur 5 zeigt funf Beispiele fur die Wahl von C.

S

Fig. 5 Beispiele
In den Fiéllen mit einer Gleisuberwerfung haben wir in C einen Wendepunkt.
Im Sonderfall C=B wird der Radius ry des zweiten Bogens Null; der Bogen wird zu
einem Punkt. Im Sonderfall C = B" wird der erste Bogen zu einem geraden Strecken-

stuck; es ist dann r, = . In diesen beiden Sonderfillen ist also :i = oo, Fur welche Si-
B

tuation von C ist das Radienverhiltnis :A moglichst nahe bei Eins?
B

6.1 Gesamtlange

Ein Experiment mit DGS zeigt, dass die gesamte Korbbogenliange im Sonderfall C=B
minimal wird. In diesem Sonderfall haben wir aber keinen echten Korbbogen mehr, die
Bedingung des glatten Uberganges ist in B verletzt. Es gibt also keinen echten Kreisbo-
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gen, der die minimale Lange realisiert — das ist ein Problem wie jenes, dass es keine
minimale rationale Zahl grofler als % gibt.

6.2 Radienverhaltnis

Wir suchen nun die Situation, fur welche C kein Wendepunkt ist und das Radienver-

haltnis :A moglichst nahe bei Eins liegt. Mit k4, und kp bezeichnen wir die Tragerkrei-
B

se des ersten beziehungsweise zweiten Bogens. Ferner seien n A(= AA’) und n B(= BB’)
die Lotgeraden von A und B auf n. Ein Experiment mit DGS zeigt, dass das Radienver-
hiltnis extremal wird fur C € n (Figur 6).

Fig. 6 Extremales Radienverhiltnis

Dies ist eine Folge der Verhiltnsigleichheit:

VA_ d(C,nA)
g d(Cinp)

Diese Verhiltnisgleichheit kann wie folgt bewiesen werden (Fig. 7):
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Fig. 7 Beweisfigur

Es sei §:= ACNng. Dann liegt S auf kz, denn wegen dem Peripheriewinkelsatz (fur k)
gilt £b,BC =/4n A,AC =/ng,AC, und mit der Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes
folgt S € ky.Da k, und kg in C die gleiche Tangente ¢ haben, ist der Bogen itber AC

ahnlich zum Bogen uiber SC, und wir erhalten:
ry  d(C,A)  d(C,ny)

g d(C.S)  d(Cng)

7  Sonderfall

Unsere Uberlegungen sind nicht durchfuhrbar, wenn die beiden Geraden a und b paral-
lel und gleich orientiert sind (Fig. 8a)).

b a

Fig. 8 Sonderfall
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In diesem Fall gibt es namlich keine Gerade n, welche die orientierte Gerade a auf die
gegengleich orientierte Gerade b spiegelt.
In diesem Fall kann aber der Ubergangspunkt C beliebig auf AB\{A,B} gewiahlt wer-
den (Fig. 8b)), das heifit, die Gerade AB ubernimmt die Rolle des Kreises k. Das Ver-
haltnis der Radien ist dann:

s d(C ,A)

;] d(C ,B )
Fur jedes C im Intervall (A,B) hat der Korbbogen die gleiche Gesamtlange.
8 Physikalische Bemerkung

Die ,,richtigen Eisenbahnen fahren nicht auf Korbbogen. Selbst bei einem glatten U-
bergang von einem Kurvenstuck auf das néchste ergibt sich durch die unstetige Krim-
mungsanderung eine abrupte Anderung der Radialbeschleunigung. Dies hat einen gro-
Ben Materialverschleifl zur Folge und kann zu Unféllen fuhren. In der Verkehrstechnik
wird deshalb zwischen zwei Abschnitten unterschiedlicher Krimmung ein Ubergangs-
stuck mit kontinuierlicher Krummungsveranderung eingebaut. Das kann zum Beispiel
mit einem Klothoidenbogen gemacht werden, in welchem die Krummung sich proporti-
onal zur Bogenldnge verandert.
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